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Zadanie 1
Wykaż, że miara produktowa Lebesgue’a λ × λ na pÃlaszczyźnie R2 jest niezmi-
ennicza na translacje τ , tzn., jeśli A jest mierzalny to τ(A) też jest mierzalny i
(λ× λ)(τ(A)) = (λ× λ)(A).
Uwaga: Translacja τ o wektor (a, b), to odwzorowanie (x, y) 7→ (x + a, y + b).
Wsk. Niezmienniczość wystarczy pokazać dla prostoka̧tów mierzalnych (dlaczego).

Zadanie 2
Rozważ funkcjȩ borelowska̧ f : [0, 1] → [0, 1] oraz podzbiór A kwadratu [0, 1]× [0, 1]
określony nastȩpuja̧co

A = {(x, y) : y ≤ f(x)}.
Udowodnij, że A jest mierzalny wzglȩdem σ-ciaÃla produktowego borelowskiego oraz,
że

(λ× λ)(A) =
∫

f dλ.

Wsk. Przybliżać funkcjȩ mierzalna̧ od doÃlu funkcjami prostymi.

Zadanie 3
Wykaż, że miara produktowa Lebesgue’a λ×λ na pÃlaszczyźnie R2 jest niezmiennicza
na obroty θ, tzn., jeśli A jest mierzalny to θ(A) też jest mierzalny i (λ×λ)(θ(A)) =
(λ× λ)(A).
Uwaga: Obrót θ można wyrazić we wspóÃlrzȩdnych kartezjańskich jako mnożenie
przez macierz obrotu (x, y) 7→ (x,y)

(
cos α, sin α
− sin α, cos α

)
, albo we wspóÃlrzȩdnych biegunowych

jako (ρ, ϕ) 7→ (ρ, ϕ+α), albo na pÃlaszczyźnie zespolonej jako mnożenie przez liczbȩ
zespolona̧ ξ o module 1, z 7→ zξ. Jak komu wygodniej.
Wsk. Niezmienniczość wystarczy pokazać dla zwykÃlych prostoka̧tów [a, b] × [c, d]
(dlaczego). Można przy tym skorzystać z poprzedniego zadania.

Zadanie 4
Rozważ produkt przestrzeni R z miara̧ Lebesgue’a i N z miara̧ licza̧ca̧. Opisz jak
wygla̧da ta przestrzeń, jak wygla̧daja̧ zbiory mierzalne i jak oblicza siȩ ich miarȩ
produktowa̧.


